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Виды уравнений и способы их решения

Численные методы решения уравнений

Примеры решения уравнений в среде MathCad

Интегральная кривая, задача Коши

Функции решения уравнений в MathCad



2. Общий вид уравнения n-го порядка 
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𝑭 𝒙, 𝒚, 𝒚′, . . , 𝒚(𝒏) = 𝟎 (1)

где 𝑭 – некоторая функция от n+2 переменных, n≥1, 

x – независимая переменная, y(x) – искомая функция, 

𝒚′ 𝒙 ,… , 𝒚 𝒏 (𝒙) – ее производные.

Дифференциальное уравнение n-го порядка

уравнение, связывающее независимую переменную x с

неизвестной функцией y(x) и ее производными до некоторого 

порядка n включительно.



3. Обыкновенные и уравнения в производных
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Обыкновенное В частных производных
 

искомая функция зависит   

от одной переменной

искомая функция зависит   

от нескольких переменных

Дифференциальное 
уравнение



4. Решение уравнения, интегральная кривая
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Задача интегрирования

есть задача о нахождении решения некоторого 

дифференциального уравнения.

Решение дифференциального уравнения

называется функция y(x), имеющая производные до n-го порядка 

включительно, и такая, что ее подстановка в уравнение (1) обращает 

его в тождество.

Интегральная кривая

есть график решения дифференциального уравнения.



5. Общее и частное решения
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Общее решение дифференциального уравнения (1) n-го порядка

такое его решение 

𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝑐1, 𝑐2, . . , 𝑐𝑛 ) (2)

которое является функцией переменной x и n произвольных 

независимых 𝑐1, 𝑐2, . . , 𝑐𝑛. Уравнение (1) имеет бесконечное 

множество решений (2).

Частное решение дифференциального уравнения (1)

требует задания начальных условий:

𝑦(𝑥0) = 𝑥0,
𝑦′(𝑥0) = 𝑥0

1,

… (3)

𝑦(𝑛−1)(𝑥0) = 𝑥0
(𝑛−1)

.

Задача Коши

отыскание решения уравнения (1),                                                  

удовлетворяющего начальному условию (3).



6. Теорема Коши и интерпретация (1 из 2)
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Теорема о существовании и единственности решения задачи Коши 

если в уравнении y′ = 𝑓 𝑥, 𝑦 функция 𝑓 𝑥, 𝑦 и ее частная производная 

𝑓′𝑦 𝑥, 𝑦 непрерывна в некоторой области D, содержащей точку 𝑥0, 𝑦0 , 

то существует единственное решение 𝑦 = 𝜑(𝑥) этого уравнения, 

удовлетворяющее начальному условию 𝑦(𝑥0) = 𝑥0.

Геометрическая интерпретация теоремы Коши

при выполнении условий теоремы существует единственная 

интегральная кривая дифференциального уравнения, проходящая через 

точку 𝑥0, 𝑦0 .



6. Теорема Коши и интерпретация (2 из 2)
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X

Y



7. Виды уравнений и способы их решения
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Решение 
на основе 

численного 
метода 

Рунге-Кутта

Приводящиеся 
к уравнению с 

разделяющимися 
переменными

Однородные

Решение 
на основе 

численного 
метода 
Эйлера

Обобщенные 
однородные

Линейные 
уравнения на 

основе метода 
Лагранжа

С разделяющимися 
переменными

С разделенными 
переменными



7.1. C разделенными переменными
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Уравнение с разделенными переменными

𝑃 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑦 𝑑𝑦 = 0.

Метод решения

න𝑃 𝑥 𝑑𝑥 + න𝑄 𝑦 𝑑𝑦 = 0.

Интегрируем уравнение, находим решение, 

используя значения табличных интегралов



7.2. C разделяющимися переменными (1 из 4)
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Уравнение с разделяющимися переменными (вариант А)

𝑃1 𝑥 𝑄1 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑃2 𝑥 𝑄2 𝑦 𝑑𝑦 = 0.

Метод решения

׬
𝑃1 𝑥

𝑃2 𝑥
𝑑𝑥 + ׬

𝑄2 𝑦

𝑄1 𝑦
𝑑𝑦 = 0.

Почленно делим на 𝑄1 𝑦 𝑃2 𝑥 ≠ 0 для приведения уравнения 

к уравнению с разделенными переменными

Интегрируем, используя 

значения табличных интегралов, находим решение

𝑃1 𝑥

𝑃2 𝑥
𝑑𝑥 +

𝑄2 𝑦

𝑄1 𝑦
𝑑𝑦 = 0.



7.2. C разделяющимися переменными (2 из 4)
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Замечание

при проведении почленного деления на 𝑄1 𝑦 𝑃2 𝑥 могут 

быть потеряны некоторые решения. Поэтому требуется 

отдельно решить уравнение 𝑄1 𝑦 𝑃2 𝑥 = 0 и найти особые 

решения, которые не могут быть получены из общего.



7.2. C разделяющимися переменными (3 из 4)
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Уравнение с разделяющимися переменными (вариант Б)

y′ = 𝑃 𝑥 𝑄 𝑦 .

Метод решения

𝑑𝑦

𝑄 𝑦
= 𝑃 𝑥 𝑑𝑥.

Записываем производную через дифференциалы

Почленно умножаем на dx и делим на 𝑄 𝑦

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑃 𝑥 𝑄 𝑦 .



7.2. C разделяющимися переменными (4 из 4)
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න
𝑑𝑦

𝑄 𝑦
= න𝑃 𝑥 𝑑𝑥 .

Интегрируем, используя 

значения табличных интегралов, находим общее решение

Так как было выполнено деление на 𝑄 𝑦 , ищем особое решение 

𝑄 𝑦 = 0
и определяем входит ли оно в общее.



7.3. Уравнения, приводящиеся к уравнениям 

с разделяющимися переменными (1 из 2) 
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Приводящиеся к разделяющимися переменным

y′ = 𝑓 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 , b ≠ 0. (5)

Метод решения

Делаем подстановку

𝑢 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐,
𝑦 = 𝑦(𝑥), 𝑢 = 𝑢 𝑥 .

Дифференцируем u по х

𝑢′ = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 ′ = 𝑎 + 𝑏𝑦′. (6)

Делаем подстановку в (6) значения функции (5)



7.3. Уравнения, приводящиеся к уравнениям 

с разделяющимися переменными (2 из 2) 
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𝑢′ = 𝑎 + 𝑏𝑦′ = 𝑎 + 𝑏𝑓 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 𝑎 + 𝑏𝑓 𝑢 .

Или

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑎 + 𝑏𝑓 𝑢 . (7)

Умножим (7) на 𝑑𝑥 и поделим на 𝑎 + 𝑏𝑓 𝑢

𝑑𝑢

𝑎+𝑏𝑓 𝑢
= 𝑑𝑥. (8)

Проинтегрируем (8) и получим общий интеграл

න
𝑑𝑢

𝑎 + 𝑏𝑓 𝑢
= න𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝐶.

Кроме того, необходимо рассмотреть случай 𝑎 + 𝑏𝑓 𝑢 = 0.



7.4. Однородные уравнения (1 из 3) 
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Однородное дифференциальное уравнение

y′ = 𝑓
𝑦

𝑥
. (9)

Определение того, что уравнение однородное

Делаем подстановку: 𝑥 → 𝑥𝑡, 𝑦 → 𝑦𝑡

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
→

𝑑𝑡𝑦

𝑑𝑡𝑥
→

𝑡𝑑𝑦

𝑡𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑥
. (10)

Так как t в (10) сократилось, значит уравнение однородно. 

Метод решения

Делаем подстановку



7.4. Однородные уравнения (2 из 3)
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𝑦 = 𝑢𝑥,
𝑦 = 𝑦(𝑥), 𝑢 = 𝑢 𝑥 .

Дифференцируем y по х

𝑦′ = 𝑢𝑥 ′ = 𝑢′𝑥 + 𝑢𝑥′ = 𝑢′𝑥 + 𝑢. (11)

Делаем подстановку в (9) найденного значения (11)

𝑦′ = 𝑓
𝑦

𝑥
,

𝑢′𝑥 + 𝑢 = 𝑓
𝑦

𝑥
= 𝑓

𝑢𝑥

𝑥
= 𝑓 𝑢 ,

𝑢′𝑥 + 𝑢 = 𝑓 𝑢 ,

.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑥 = 𝑓 𝑢 − 𝑢, (12)

Умножим (12) на 𝑑𝑥 и поделим на 𝑥(𝑓 𝑢 − 𝑢)



7.4. Однородные уравнения (3 из 3)
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𝑑𝑢

𝑓 𝑢 −𝑢
=

𝑑𝑥

𝑥
. (13)

Проинтегрируем (13) и получим общий интеграл

න
𝑑𝑢

𝑓 𝑢 − 𝑢
= න

𝑑𝑥

𝑥
= ln 𝑥 + ln 𝐶 ,

න
𝑑𝑢

𝑓 𝑢 − 𝑢
= ln 𝐶𝑥 .

Кроме того, необходимо рассмотреть случай 𝑥(𝑓 𝑢 − 𝑢) = 0.



7.5. Приводящиеся к однородным (1 из 2)
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Приводящиеся к однородным уравнение

y′ = 𝑓
𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐

𝑒𝑥+𝑔𝑦+ℎ
. (14)

Определение, что уравнение приводится к однородному

Делаем подстановку: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 → 𝑡 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 ,
𝑒𝑥 + 𝑔𝑦 + ℎ → 𝑡 𝑒𝑥 + 𝑔𝑦 + ℎ .

Если t в (14) после подстановки сократилось, 

значит уравнение приводится к однородному. 

Метод решения

Решить систему уравнений

ቊ
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0,
𝑒𝑥 + 𝑔𝑦 + ℎ = 0.



7.5. Приводящиеся к однородным (2 из 2)
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Пусть система имеет решениe 𝑥0, 𝑦0, Тогда

Делаем подстановку 𝑥 = 𝑡 + 𝑥0, 𝑦 = 𝑢 + 𝑦0, где u = u(t). Т 𝐹
𝑢

𝑡
огда

𝑑𝑥 = 𝑑𝑡, 𝑑𝑦 = 𝑑𝑢.

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑓

𝑎(𝑡+𝑥0)+𝑏(𝑢+𝑦0)+𝑐

𝑒(𝑡+𝑥0)+𝑔(𝑢+𝑦0)+ℎ
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑓

𝑎𝑡+𝑏𝑢+𝑎𝑥0+𝑏𝑦0+𝑐

𝑒𝑡+𝑔𝑢+𝑒𝑥0+𝑔𝑦0+ℎ
= 𝑓

𝑎𝑡+𝑏𝑢

𝑒𝑡+𝑔𝑢
= 𝐹

𝑢

𝑡
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝐹

𝑢

𝑡
.

Делаем подстановку 𝑥 = 𝑡 + 𝑥0, 𝑦 = 𝑢 + 𝑦0, где u = u(t). Тогда с учетом (15)

ቊ
𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐 = 0,
𝑒𝑥0 + 𝑔𝑦0 + ℎ = 0.

(15)

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝐹

𝑢

𝑡
- однородное дифференциальное уравнение 1-го порядка, 

решается подстановкой u=zt, z=z(t).



7.6. Однородное обобщенное (1 из 2)
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Однородное обобщенное уравнение 1-го порядка

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥∝−1 ∙ 𝑓

𝑦

𝑥∝
, ∝≠ 0 , ∝≠1. (16)

Метод решения

Определение, что уравнение приводится                                     

к обобщенному однородному

Делаем подстановку 𝑦 → 𝑡∝𝑦, 𝑥 → 𝑡𝑥. Если при подстановки 

в (16) можно подобрать такое ∝, что t сокращается, то уравнение 

является обобщенным однородным. Далее решается уравнение (16) 

с найденным значением ∝.

Делаем подстановку 𝑡 = 𝑥∝, тогда

𝑑𝑡 = 𝑑𝑥∝ = 𝑑𝑥∝
𝑑𝑥

𝑑𝑥
= 𝑑𝑥∝−1𝑑𝑥 = ∝ 𝑥∝−1𝑑𝑥.



7.6. Однородное обобщенное (2 из 2)
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Отсюда получаем

𝑑𝑡 = ∝ 𝑥∝−1𝑑𝑥,
1

𝑑𝑥
= ∝ 𝑥∝−1

1

𝑑𝑡
,

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ∝ 𝑥∝−1

𝑑𝑦

𝑑𝑡
. (17)

Подставляем (17) в (16) с учетом подстановки

∝ 𝑥∝−1
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥∝−1 ∙ 𝑓

𝑦

𝑥∝
= 𝑥∝−1 ∙ 𝑓

𝑦

𝑡
,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

1

∝
𝑓

𝑦

𝑡
.  (18)

Уравнение (18) однородное, решается заменой y = zt, z = z(t).



7.7. Метод Лагранжа (1 из 4)
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Рассмотрим уравнение

y′ + 𝑝 𝑥 𝑦 = 𝑞(𝑥). (19)

Метод решения

Ищем решение однородного уравнения (19)

y′ + 𝑝 𝑥 𝑦 = 0,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑝 𝑥 𝑦 = 0. (20)

Умножаем (20) на dx и делим на y

𝑑𝑦

𝑑𝑦
+ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 0. (21)

Интегрируем (21)



7.7. Метод Лагранжа (2 из 4)
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න
𝑑𝑦

𝑑𝑦
+ න𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = С,

ln 𝑦 + න𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = С,

ln 𝑦 = 𝐶 − 𝑝׬ 𝑥 𝑑𝑥 . (22)

Потенцируем (22)

𝑦 = 𝑒𝐶 ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥,

𝑦 = 𝐶 ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥. (23)

Заменим в (24) C на функцию от x: 𝐶 → 𝑢 𝑥 , тогда

𝑦 = 𝑢(𝑥) ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥. (24)
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Найдем производную для части уравнения (24)

𝑝׬− 𝑥 𝑑𝑥
′
= −𝑝 𝑥 ,

𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥
′
= 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 ∙ − ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥

′
= − 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 ∙ 𝑝 𝑥 .

Рассчитаем производную от (23) с учетом результатов выше

𝑦′ = 𝑢 𝑥 ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥
′
= 𝑢 𝑥 ′ ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑢 𝑥 ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥

′
,

𝑦′ = 𝑢 𝑥 ′ ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 − 𝑢 𝑥 ∙ 𝑝 𝑥 ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥. (25)

Подставим (24) и (25) в исходное уравнение (19)

y′ + 𝑝 𝑥 𝑦 = 𝑞 𝑥 ,

𝑢 𝑥 ′ ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 − 𝑢 𝑥 ∙ 𝑝 𝑥 ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑝 𝑥 ∙ 𝑢 𝑥 ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑞 𝑥 ,

𝑢 𝑥 ′ ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑞 𝑥 ,

𝑢 𝑥 ′ = 𝑞 𝑥 ∙ 𝑒׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥.
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Проинтегрируем найденное значение

𝑢 𝑥 = 𝑞׬ 𝑥 ∙ 𝑒׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶. (26)

Подставим (26) в (24) для получения общего решения

𝑦 = 𝑢 𝑥 ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥,

𝑦 = න𝑞 𝑥 ∙ 𝑒׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 ∙ 𝑒− ׬ 𝑝 𝑥 𝑑𝑥.



7.8. Метод Эйлера k-го порядка
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𝑦𝑙+1 = 𝑦𝑙 + ℎ ሶ𝑦𝑙 +
ℎ2

2
ሷ𝑦𝑙 +⋯+

ℎ𝑘

𝑘!
𝑦𝑙

𝑘
, где

𝑦′ = 𝑓 𝑥, 𝑦 ,

𝑦′′ =
𝜕𝑓 𝑥𝑙 , 𝑦𝑙

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓 𝑥𝑙 , 𝑦𝑙

𝜕𝑦
∙ 𝑓 𝑥𝑙 , 𝑦𝑙 ,

Рассмотрим уравнение

y′ = 𝑓 𝑥, 𝑦 , 𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑦(𝑥0) = 𝑦0, ℎ = ℎ0.

Метод решения

Отрезок интегрирования 𝑥0, 𝑏 делим на равные части h 

и по значению 𝑦 𝑥0 + 𝑙ℎ = 𝑦𝑙 вычисляем

𝑥𝑙 = 𝑥0 + ℎ𝑙, 𝑙 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1,

𝑛 =
𝑏−𝑥0

ℎ
.

используя условия



7.9. Метод Рунге-Кутта 4-го порядка (1 из 2)

𝑦𝑖, 𝑙+1 = 𝑦𝑖, 𝑙 +
ℎ

6
𝑘𝑖1 + 2𝑘𝑖2 + 2𝑘𝑖3 + 𝑘𝑖4 ,

𝑘𝑖1 = 𝑓𝑖 𝑥𝑙 , 𝑦1𝑙 , 𝑦2𝑙 , … , 𝑦𝑚𝑙 ,

𝑘𝑖2 = 𝑓𝑖 𝑥𝑙 +
ℎ

2
, 𝑦1𝑙 +

ℎ𝑘11
2

, 𝑦2𝑙 +
ℎ𝑘21
2

, … , 𝑦𝑚𝑙 +
ℎ𝑘𝑙1
2

,

𝑘𝑖3 = 𝑓𝑖 𝑥𝑙 +
ℎ

2
, 𝑦1𝑙 +

ℎ𝑘12
2

, 𝑦2𝑙 +
ℎ𝑘22
2

,… , 𝑦𝑚𝑙 +
ℎ𝑘𝑙2
2

,

𝑘𝑖4 = 𝑓𝑖 𝑥𝑙 + ℎ, 𝑦1𝑙 + ℎ𝑘13, 𝑦2𝑙 + ℎ𝑘23, … , 𝑦𝑚𝑙 + ℎ𝑘𝑙3 ,

Рассмотрим уравнение

y′ = 𝑓 𝑥, 𝑦 , 𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑦(𝑥0) = 𝑦0, ℎ = ℎ0.

Метод решения

Отрезок интегрирования 𝑥0, 𝑏 делим на равные части h 

и по значению 𝑦 𝑥0 + 𝑙ℎ = 𝑦𝑙 вычисляем
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7.9. Метод Рунге-Кутта 4-го порядка (2 из 2)

𝑥𝑙 = 𝑥0 + ℎ𝑙, 𝑙 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1,

𝑛 =
𝑏−𝑥0

ℎ
.

используя условия
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8.1. Функция Odesolve в MathCad

31
Все права защищены © 2018. Официальный сайт Дмитрия Степанова

http://stepanovd.com/training/27-dgvm

Функция ODESOLVE(𝑥, 𝑥𝑘 , 𝑛)
)

▪ используется для решения дифференциальных уравнений в MathCad;

▪ требует записи программного текста, состоящего из 3-х частей:

▪ ключевого слова GIVEN;

▪ дифференциального уравнения и начальных условий;

▪ команды ODESOLVE с указанием параметров:                             

x – переменная относительно которой решается уравнение, 

𝑥𝑘 – конец интервала интегрирования,                                         

n – число шагов интегрирования,

▪ результат работы ODESOLVE есть массив полученных решений.



8.2. Пример Odesolve в MathCad (1 из 2)
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8.2. Пример Odesolve в MathCad (2 из 2)
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8.3. Функция Rkfixed в MathCad (1 из 2)
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Функция RKFIXED(𝑦, 𝑥a, 𝑥𝑏, 𝑝, 𝐷)

)▪ используется для решения дифференциальных уравнений в MathCad;

▪ требует записи программного текста, состоящего из 3-х частей:

▪ ключевого слова ORIGIN:=1;

▪ дифференциального уравнения и начальных условий;

▪ команды RKFIXED с указанием параметров:                             

y – вектор начальных условий,                                                         

𝑥𝑎, 𝑥𝑏– начало и конец интервала интегрирования,                                         

p – число точек внутри интервала интегрирования для 

которых ищется решение дифференциального уравнения,            

D – вектор, содержаний производные искомых функций,

▪ результат работы RKFIXED есть матрица из p+1 строк, первый 

столбец содержит точки, для которых получено решения,     

остальные – сами решения.



8.4. Пример Rkfixed в MathCad
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